Légica Computacional

Modus Ponens e Raciocinio Hipotético
Introducéao e eliminacao da Implicacao e da Equivaléncia

Completude e Coeréncia do Sistema de Deducao Natural
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Modus Ponens e Modus Tollens

- Uma vez incluido o operador de implicacao no sistema de Deducao Natural, ha que
definir regras para a sua introducao e de eliminagao, tal como foi feito para os outros
operadores.

- Essas regras deverao ser baseadas em padrdes de raciocinio usados no dia a dia e
podem ser ilustrados através de exemplos.

Exemplo 1:
Se o Tareco for um gato entéo ele mia. O Tareco € um gato. Logo ...
O Tareco mia.

- Este € um classico exemplo de Modus Ponens, e que ilustra o raciocinio mais obvio
que se pode fazer com frases condicionais. Se uma implicagcao é verdadeira e se o
implicante € verdadeiro, entdo o implicado também o sera.

- Similarmente, se o implicado ¢ falso (e a implicagao verdadeira) entdo € o implicante
que tem de ser falso. Esta regra do Modus Tollens pode ser ilustrada através do

Exemplo 2:
Se o Tareco for um gato entéo ele mia. Mas o Tareco ndo mia. Logo ...
O Tareco néo € um gato.
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Raciocinio Hipotético

- Uma regra de inferéncia mais complexa € a que envolve a criagdo de frases
condicionais. Estas permitem “condensar’” um conjunto de passos de inferéncia que
nao nos interessa repetir cada vez que raciocinamos. Podemos exemplificar esta
situacao com a demonstracao de um qualquer teorema como por exemplo.

- Exemplo:
A soma dos angulos internos de um triangulo € 180° .

- A demonstragao pode ser algo como:

I.  Sejatum triangulo:
ii. Consideremos a recta r paralela ao lado AB do
triangulo t que passa no ponto C.

iii. Por serem definidos por rectas paralelas, os
angulos a. e B serdo iguais aos angulos a’e f‘
iv. Assim a+p+y=ao’+p"+y.

v. Como o/, B’ e y formam um angulo raso, a soma
dos angulos o’, B’ € y é 180°.
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Raciocinio Hipotético

- Esta demonstracao pode ser esquematizada “a la Fitch” da seguinte forma

Seja t um triangulo

A recta r é paralela ao lado AB do tridngulo t e passa no ponto C.
Os angulos o e P serdo iguais aos angulos o’e B*

Assim a+B+y =o’+p’+y

Mas o’+p’+y = 180°

A soma dos angulos de t € 180°

- De notar que nesta demonstracdo ndo se infere que t € um tridngulo, pois isso é
apenas uma hipotese: “seja t um tridngulo...”. O que se pode inferir é que,
independentemente de t ser ou ndo um triangulo,

“Se t for um triangulo entdo a soma dos seus angulos internos é de 180°".

Seja t um triangulo
Arecta r é paralela ao lado AB do triangulo t e passa no ponto C.

A soma dos angulos de t € 180°

Se t for um tridngulo entdo a soma dos seus angulos internos é de 180°
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Eliminagdo da Implicagdo
- Estamos pois em condi¢des de formalizar, no sistema de Deducédo Natural, as regras
de Introducao e de Eliminacao da Implicacao.

- A regra de Eliminagao da Implicagado corresponde ao padrao de raciocinio do Modus
Ponens.

- Ja a introducdo da implicagdo corresponde ao Raciocinio Hipotético

Eliminacao da —» Introducao da —»
k1l
(!).. kl P
k2 o> Vv
k Y Elim —>: k1, k2 k2 Y
k —> Intr > : kl-k2
Nota: i v
kl < k
k2 < k
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Padrdes de Raciocinio com Implicagoes

- Modus Tollens:

1 > Vv
2 —
{o>v,-v}l-—o il
3 ¢
4 U} Elim —»>: 1, 3
5 1 Intr 1: 2, 4
6 —Q Intr —-: 3 - 5
- Contrapositiva
1 >V
{p>v}l--vo>—¢ 2 | |zv
3 ¢
4 Y Elim —»>: 1, 3
5 1 Intr L 2, 4
6 —Q Intr —-: 3 - 5
7T | Y >0 Intr >: 2 - 6
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Padrdes de Raciocinio com Implicagoes

1| ovy
- Dilema Construtivo:
2 ¢—> o
{(PV\V, <P—)0L,\|/_)B}|—0LVB 3 \V_)B
4 ¢
5 o Elim —: 2, 4
6 aovp Intr v: 5
7 v
8 B Elim —: 3, 7
9 ovpB Intr v: 8
10 av P Elim v: 1, 4-6,
- Enfraquecimento do Consequente
1 o>V
{o>v}il-0o—>(yv ¢)
2 ¢
_ 3 v Elim —>: 1, 2
- Fortalecimento do Antecedente 4 Y 8 Intr v: 1, 3
{o>vyll-(ond)> vy 5 o> (yv ¢) Intr —>: 2 - 6
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Regras do Operador de Equivaléncia

- Dada que uma equivaléncia corresponde a implicacdao nos dois sentidos, as regras de
introducdo e de eliminacdo do operador de equivaléncia correspondem a uma
“duplicacao” das do operador de implicacao.

Eliminacao da &

Introducao da &

k1l ()
Tt k1 Nota:
k2 o> VvV v k > k1l
o : k > k2
k Elim ©: k1,k2
M = v k > k3
k > k4
ou k3 v
k2 P> VY k o< Yy Intr <: kl-k2, k3-k4
k () Elim ©: kl,k2
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Padrées de Raciocinio com Equivaléncias

1 (ORI}

- Transitividade da Equivaléncia 2 | Yy O
3 ¢

{peov,vodll-ood — :

4 U} Elim <: 1, 3
5 ) Elim <: 2, 4
6 ¢
7 U} Elim ©: 2, 6
8 [0) Elim ©: 1, 7
9 0o O Intr &©: 3-5, 6-8

- Tal como a equivaléncia, também a implicagao é transitiva:

{fo>v,y>0}-0—>0

0 que se poderia provar como para a equivaléncia (mas sem necessitar da “duplicacao”
da sub-demonstracao).
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Implicagdo e Dedugdo
- Como ja deve ter sido notado existe uma relacao estreita entre a implicacado e a

nocao de deducao.

- Se a partir de um conjunto de hipoteses @, e de uma hipétese adicional ¢ se puder
deduzir uma férmula vy, entdo também a partir das hipoteses iniciais se pode deduzir
aférmula ¢ — vy, isto é

DU {o} |-y < Ol-oo>vy

- Com efeito, essencialmente a mesma demonstracao pode ser utilizada em ambos os
casos, como se indica de seguida

()
()
Q
¢ _
v
v
> Vv
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Dedugdo e Consequéncia Tautoldgica

- Uma constatagdo semelhante poderia ser feita entre a implicacdo e a consequéncia

tautoldgica
DU {0} |=r v - =@V

que como sabemos pode ser aferida através do método da tabelas de verdade.

= Consideremos a tabela da direita. Se se

. ) o ¢ v ¢V
verifica ® U {o} |=r v, entdo quando ® e o
~ . \' \' \Y \'
sao verdade também o deve ser .
\' F X \'
Assim, nas linhas em que ® ¢é verdade, — v X .
também a formulae >y o é. = = - .
o ¢ v ¢V < Se a condigédo @ |=; ¢ > vy se verifica,
v Vv V \V4 entdao quando ® é verdade também o deve
vz v E E ser ¢ — vy (a esquerda).
A E— A Nessas linhas, se forem verdadeiras @ e ¢
AV4 | " | "M AV4

tambémo é vy .
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Sistemas de Dedugdo Natural Proposicional: T e DNp

Mais interessante é verificar a relagao entre demonstragcdées num sistema formal e a
validade de uma argumentacao, ou seja avaliar a coeréncia e completude do sistema.

Assumamos que num sistema formal ‘F se pode demonstrar uma formula ¢ a partir de
um conjunto de formulas dadas ©.

Nestas condi¢cdes diz-se que o sistema F é coerente apenas se a formula ¢ for uma
consequéncia das premissas O.

Como temos estado a definir, o sistema DN proposicional (DNp) contém regras de
inferéncia de introducgao e eliminacdo de

. ~ L. e ainda a
A Conjungao — Negacao — Implicagao

v Disjuncao 1 Contradicao < Equivaléncia = |gualdade
No entanto vamos considerar o sistema proposicional T, que é o sistema de deducao
natural DNp mas sem as regras da igualdade.

A Conjuncgao — Negacao — Implicacao
v Disjuncao 1 Contradicdo <> Equivaléncia
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Sistema T de Deduc¢do Natural : Coeréncia

Um sistema F é coerente se toda a formula ¢ demonstravel através das regras do
sistema é uma consequéncia das premissas O.

Mas ha varios tipos de consequéncias (tautologicas, légicas e analiticas) sendo
necessario precisar qual a que se considera no estudo da coeréncia de um sistema.
Em particular, pode provar-se que

Coeréncia do sistema T:
O sistema restrito de deducao natural T, é tautolégicamente coerente.

Este teorema pode demonstrar-se mostrando que qualquer férmula que ocorre numa
demonstracao no sistema T, excepto as hipoteses consideradas em algumas regras
(e.g. Intr — ou Intr —), é uma consequéncia tautoldgica das premissas.

Essa demonstragao pode ser feita por absurdo: nenhuma féormula numa demonstracao
pode ser a primeira que nao € consequéncia tautologica das premissas.

Como existem 12 regras, podemos demonstrar o absurdo por casos: em nenhum dos
casos a formula introduzida pode ser a primeira que nao € consequéncia tautolégica
das premissas. Vejamos alguns casos.
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Sistema T de Deducgdo Natural: Coeréncia

- Caso 1: A primeira féormula incoerente numa demonstracdo nao pode ser obtida na
Introducao da Conjuncao.

® - Por hipotese, seja ki a A B a primeira formula que é
“incoerente” na demonstracao.
1 - Considerando o seu contexto, entdo existe uma
situacao em que @, ¢ e y sao todas verdadeiras mas
02 em que a férmula o A B n3o o é.
k1l o - Como a primeira incoeréncia ocorre em k, as formulas
. k1 e k2 sdo “coerentes”. Mas entio
¢
. - Se todas as ® sdo verdadeiras, o também é;
= B - Se todas as ® e ¢ sao verdadeiras, [ também é;
v - Logo, se todas as ® e ¢ sao verdadeiras entao também
0 € a A B, 0 que contraria a hipotese.
k aA B Intr A: k1, k2 _ o ] _ _
- Assim, a primeira férmula incoerente nao pode ser
obtida por Introdugado da Conjuncao.
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Sistema T de Deducgdo Natural: Coeréncia

- Caso 2: A primeira féormula incoerente numa demonstracdo nao pode ser obtida na

k1l

k2

()

Introducéo da Implicagao.

o1

$2

p
oa—> B Intr —»: k1, k2

Por hipdtese, seja k: oo — B a primeira formula que é
“incoerente” na demonstracao.

Considerando o seu contexto, entido existe uma
situagcao em que todas as ® e ¢ sao verdadeiras mas
em que a férmula a — B néo o é.

Como a primeira incoeréncia ocorre em k, a formula k2
é “coerente”. Mas entao
- Se todas as todas as @, ¢ e a sao verdadeiras, 3

também é;

Logo, se todas as @ e ¢ s&o verdadeiras entao também
0 é a. — B, 0 que contraria a hipotese.

Assim, a primeira férmula incoerente nao pode ser
obtida por Introducao da Implicacao.
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Sistema T de Dedugdo Natural: Completude

As outras 10 regras do sistema T podem ser analisadas de forma similar,
demonstrando-se assim a coeréncia do sistema T, isto é .

Dl-r o — Q=0
A reciproca da coeréncia é a completude.

Um sistema F € completo se toda a formula ¢ que € uma consequéncia das premissas
® é demonstravel no sistema.

Completude do sistema T:
O sistema restrito de deducao natural T, € tautolégicamente completo.

Ol=r ¢ — Do
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Sistema DNp : Coeréncia e Completude

- Como o sistema T nao inclui as regras de introdugao e eliminacado da igualdade ele nao
€ naturalmente completo logicamente (embora seja coerente obviamente). Assim, ha
féormulas que sdo consequéncias logicas das premissas e nao podem ser deduzidas em
T. Por exemplo

{C(a), a =b } |=5 C(b) mas nao {C(a), a =b } |-, C(b)

- No exemplo acima, a demonstragcdo podia fazer-se facilmente com a regra de
Eliminacao da Igualdade, e portanto

{C(a), a =Db } |= C(b) e {C(a), a =Db } |-pyp C(b)

- Na realidade pode demonstrar-se a generalizagao dos teoremas anteriores para o caso
em que consideramos consequéncias logicas, isto &

Coeréncia e Completude do sistema DNp:

- O sistema restrito de deducao natural DNp, é l6gicamente coerente e completo para a
l6gica proposicional.
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