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Demonstracoes Formais

- A anadlise do raciocinio feito durante as demonstracdes feitas anteriormente e
envolvendo conjuncdes e disjuncbes podem ser agora formalizados em regras de
inferéncia usadas no sistema formal de Deduc¢ao Natural.

- Como explicado anteriormente uma demonstracido é uma sequéncia I" de formulas,

* jniciada por um conjunto de formulas ® que n&o necessitam de justificacao (as
premissas);

» continuada por formulas justificadas por regras de inferéncia do sistema, aplicadas
a formulas anteriores na sequéncia;

» Sendo a ultima férmula, ¢, a que se pretende demonstrar.

- Varios sistemas de deducido (ou de demonstragao) tém sido propostos e estudados,
que se distinguem entre si pela linguagem em que se podem escrever as formulas de I
e pelas regras de inferéncia utilizadas.

- Vamos estar naturalmente interessados na linguagem das férmulas de 12 ordem
(FPOs) ja definidas a partir de formulas atomicas e dos operadores Booleanos de
conjuncao (A), disjungao (v) e negacao (—).
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Demonstracoes e Sistemas de Deducdo

- Em geral, estaremos interessados em saber se a partir de um conjunto de premissas ®
€ possivel demonstrar uma formula ¢ no sistema de deducao X, usando as regras de
inferéncia desse sistema X, o que denotaremos por

O |-x ¢

- Obviamente, para um sistema ser util as suas regras de inferéncia deverdo ser de
alguma forma adequadas.

- Em particular, estaremos interessados em utilizar sistemas de deducdo que sejam
coerentes e completos, ou seja em que se possam estabelecer as seguinte relagcbes
entre formulas demonstraveis no sistema X e conclusdes validas:

- Coeréncia: DOl-yp = D|=0
- Completude: Dl=p => D|x0

- Este € o caso do sistema de Deduc¢ao Natural em que, como o nome indica, as regras
de inferéncia tentam captar as formas de raciocinio usadas “no dia a dia”.
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Introdugdo e Eliminagdo da Conjungado

- Neste sistema, e como vimos nos exemplos anteriores de argumentagao em lingua
natural, o raciocinio pode ser formalizado através de regras de Introdugcao e de
Eliminacao dos operadores Booleanos (tal como ja tinha sido feito com o predicado de
igualdade).

- No sistema de Deducgao Natural, as regras de introdugao e eliminacao da conjungao
sao as seguintes

Introducao da A Eliminacao da A
k1l (0} k oA O
k2 ¢ kl| o Elim A: k
k oA ¢ Intr A: k1,k2 k2| ¢ Elim A: k
Nota: Nota:
k > k1l kl > k
k > k2 k2 > k
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Introdugdo e Eliminagdo da Conjungado

Estas regras permitem naturalmente formalizar os raciocinios feitos anteriormente.

Exemplo:

1l | A Maria é alta

2 | O Jodo é baixo

3 | A Maria é alta e o Jodo é baixo

1 | Alta(maria)

2 | Baixo (joao)

3 | Alta(maria) A Baixo (joao) Intr A: 1,2

3 Outubro 2017 Logica Computacional



Introdugdo da Disjungdo

- A regra de introducao da disjuncao € definida da seguinte forma.

Introducao da v

k ¢
k1l oV ¢ Intr v: k
k2 dv o Intr v: k
Nota:
kl > k
k2 > k
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Introdugdo da Disjungdo

- Como vimos anteriormente, ao invés da conjuncao, a introducao da disjungao permite
concluir uma férmula mais “fraca” do que a formula de partida, como se pode notar no
exemplo seguinte.

Exemplo: o
1 ‘A Maria é alta

2 ‘A Maria é alta ou o Jodo é baixo

1 ‘Alta(maria)

2 ‘Alta(maria)v Baixo (jodo) Intr v: 1

1 ‘Alta(maria)

2 ‘Baixo(joéo) v Alta (maria) Intr v: 1
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Eliminagdo da Disjungdo

- A eliminagao da disjungao € a regra do sistema de dedugao natural que capta o
raciocinio por casos. E definida como se segue.

Eliminacao da v

k1l ¢ VvV VY
ml ¢ Nota:
ml > k1l
m2 > ml
m2 p nl > k1
n2 > nl
— k2 > n2
n2 p
k2 p Elim v : k1, ml-m2, nl-n2
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Distribuicdo da A em Relagdo a v

- A partir destas regras poderemos verificar que certas regras de equivaléncia sao
demonstraveis no sistema DN. Em particular poderemos demonstrar as regras da
distribuicao envolvendo disjungdes e conjuncdes

AA (BVvC |=(AAB) v (AAC)

1 A A (B vV Q)

2 A Elim A: 1

3 B v C Elim A: 1

4 B

5 | A AB Intr A: 2,4

6 (A AB) v (A ACQC) Intr v: 5

7 C

8 A A C Intr A: 2,7

9 (A AB) v (AAQCQC) Intr v: 8

10 (A AB) v (A AC) Elim v: 3,4-6,7-9
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Distribuicdo da v em Relagdo a A
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Distribuicdo da v em Relagdo a A

(A v B) A (AvV C)

(A v B) A (AvV Q)
A Vv B Elim A:
A
A v (B AC) Intr v:
B
|avece Elim A:
A
A v (B ADQC) Intr v:
C
‘B A C Intr A:
A v (B AC) Intr v:
A v (B AC) Elim v:
A v (B AC) Elim v:

|=A v (B A C)

5,9

10
6,7-8,9-11
2,3-4,5-12

3 Outubro 2017

Logica Computacional

12



Visibilidade em Sub-Demonstracoes
- Na aplicagao das regras indicadas ha que ter bastante cuidado com a visibilidade de
féormulas dentro das sub-demonstracoes.

- Caso contrario podem cometer-se alguns erros 0bvio como se pode ver no seguinte
exemplo:

{ B, AvB} |=AAB ???
1 B
2 A VB
3 A
4 A AB 5 Intr A: 1,3
5 B .
6 A A B Intr A: 8,5
7 A ANB Elim v: 2,3-4,5-6

Importante: Dentro de uma sub-demonstracdo s6 se véem as formulas das sub-
demonstracdes que a contém.
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